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.

人
e l

关

e 2
e 4

关

亡3

关

F ig
.

3
.

J o i n t
op ly go

n g m
u p

.

F ig
.

1
,

T w o 卯 ly g o n s t h a t a r e s y m m e t r i e a

bo
u t t h

e i r e e n t e r e d g e
.

4
.

S y m m e t r i e oz n a l m e s h
.

T h e oz n a l m e s h i n ( a ) is o p e n : i n

15 cl o s e d

F ig
.

2
.

S y m m e t r i e

卯 l龙o n g or u p a n d i t s e e n t e r
.

eD f i n i t io n 4
.

A s y m m e t r i e p o ly g o n g r o u P 15

e a l l e d a jo i n t p o l y g o n g or
u p

,

if ( i ) p o l y g o n s i n t h e

g r o u p a r e a ll q u a d r i l a t e r a ls , a n d ( 11) a n y t w o p o l y
-

g o n s a r e s y m m e t r i e a b o u t t h e i r e e n t e r e d g e
.

B a s e d o n t h e d e f i n i t i o n s m e n t i o n e d a b o v e ,

w e

i n t or d u e e s e v e r a l l e m m a s f ir s t ly
.

L e m m a 1
.

L e t G b e o n e o f t h e s y m m e t r ie 卯 l y
-

g o n g or u p s o f a s y m m e t r ie z o n a l m e s h
.

T h e n e w e d g e

p o i n t s o f G
’ 5 e e n t e r e d g e s a r e t h e s a m e a s t h e n e w

e o n t r o l p o i n t s a f t e r o n e a p p l i e a t i o n o f k n o t i n s e r t io n

s t e P o n e e n t e r 一 e dg e p o l y g o n ,

w h i e h d e f i n e s a u n if o

mr
e u b ie B

一 s p l in e e u r v e
.

In F i g
.

3
,

w e s a y t h e e d g e s f l九 a n d 九 f 3 a r e

o p p o s i t e ,

w h i l e t h e e d g e s f l儿 a n d 九 f 3 a r e a dj a e e n t
.

T h e v e r t e x v 15 t h e C e n t e r v e r t e x
.

T h e e d g e s e ` v ( i =

oF
r e o n v e n ie n e e ,

F i g
.

5 w il l b e i n a i d o f t h e

p r
oo f

.

I n F ig
.

5
,

t h e v e r t i e e s v , e * a n d if ( i = 1
,

2
,

3
,

4 ) a r e v e r t i e e s o f t h e S y m m e t r i C p o l y g o n g r o u p G
,

l
,

2
,

3
,

4 )
e Z a n d e 4

a r e e e n t e r e d g e s
.

T h e v e r t i e e s e l a n d e 3 ,

a n d t h e v e r t i e e s v l

v e r t i e e s a f t e r o n e

G
.

小
n d f {( * 二 1

,

2
,

3
,

4 ) a r e n e丫V

C a t m u ll
一

C l a r k s u b d i v i s io n s t e P O n

a r e e o l l i n e a r w i t h t h e v e r t e x v
.

D e if n i t i o n 5
.

A s y m m e t r i e
oz

n a l m e s h 15 d e f in e d

a s a s e q u e n e e , e o n s i s t i n g o f s y m m e t r i e p o l y g o n

g or
u p s o r j o i n t p o l y g o n g r o u p s ,

w i t h t h e p r o p e r t y

t h a t e v e r y t w o a dj a e e n t g or
u P s s h a r e a n e d g e t h a t i n

-

t e r s e e t s a t t h e e e n t e r e d g e
.

T h e Po l y g o n e o n s is t i n g o f

e e n t e r e d g e s 15 c a l le

早
c e n t e r 一 e d g e p o l y g o n

·

F i g
·

4

P r
oo f

.

B y D e f i n it io n Z
,

w e h a v e

f l + 九 = 2 e 2 ,

几 + f 3 = 2 e 4 , e l + e 3 = Z v
.

( 1 )

n e VV

B y t h e r u le s o f C a t m u ll
一

C l a r k s e h e m e ,

w e h a v e

f a e e p o i n t s , n e w e d g e
oP in t s a n d n e w v e r t e x
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Po l n t s

大
二 关

+ e i 十 1 + e ` + v

4

P r
oo f

.

T h e P roo f o f t h i s l e m m a fo l lo w s t h e d i
-

r e e t a p P l i e a t io n o f L e m m a s 1 a n d 2
.

V + e 、 + f !
一 1 + f {

e 艺 = 4

T h e a b o v e r e s u lt s le a d t o t h e f o l lo w i n g

t h e o r e m
.

v l = 告二泰客
。 ·

杀客对
,

(2 ,

w h e r e s u b s e r i Pt s a r e t a k e n m o d u l o 4
.

U s i n g t h e f i sr t e q u a t i o n o f ( 2 )
,

w e h a v e

f
l + f

, + Z v + e ,
+ Z e , + e ,

iJ + 儿 =

—
不一一一一一

`

T h e n s u b s t i t u t e t h e f i r s t a n d t h i r d e q u a t io n s o f

T h e o
er m 1

.

L e t M b e a s y m m e t ir e oz n a l m e s h
,

a n d P t h e p o l y即
n e o n s i s t in g o f a l l e e n t e r e d g e s o f

M
.

T h e n t h e l i m i t s u r f a e e o f M i n t e r P o l a t e s t h e u n i
-

f o r m e u b i e B
一 s p l i n e e u

vr
e d e f i n e d b y t h e p o l y g o n P

.

( 1 )

t a l n

i n t o t h e r i g h t s i d e o f t h e a b o v e e q u a t io n ,

了卜 儿
= , 十 ` ,

·

w e o b
-

( 3 )

产
产

`
产

产

、、、 、-

S u b s t i t u t i n g E q
.

( 3 ) i n t o t h e s e e o n d e q u a t io n o f

( 2 )
,

w h e r e i = 2
,

w e o b t a i n

+ e Z

2
( 4 )

V一

一一

,l,1

口

I n a s i m i la r w a y
,

VV e g e t

+ e 4

2
( 5 ) F ig

.

5
,

P r oo f o f L e m m a l

V一

一一

.14
旧

B e e a u s e

4 4

万马 一 Z v + e Z + e 4 ,

万对
一 Z v 十 e Z + e 4 ,

少 = l 少= 1

B a s e d o n T h eo r e m l
,

w e e a n o b t a i n a e o
or ll a r y

a s fo l lo w s
.

w e o b t a i n

e’.)ō
, 1 一

号
· +

青
`一 十

( 6 )

E q s
.

( 4 )一 ( 6 ) g i v e ju s t t h e e o n t or l p o i n t s

a f t e r i n s e r t i n g t h e m i d P o i n t s o f t h e kon t i n t e
vr

a l s o n e

t l T] l e
.

L e m m a 2
.

L e t G b e o n e o f t h e s y m m e t r i e p o ly
-

g o n g r o u P s o f a s y m m e t r i e z o n a l m e s h
.

T h e n e w e d g e

p o i n t s o f n o n 一 e e n t e r e d g e s o f G a r e s y m m e t r i e a b o u t

t h e n e w v e r t e x P o i n t o f t h e e e n t e r v e r t e x o f G
.

p
oor

f
.

A s F i g
.

5 s
ho w s ,

w e h a v e ot p or
v e z v l =

e

}
+ e

;
.

u s i n g t h e t h i r d e q u a t i o n 。 f ( 1 )
,

t h。 , e e o n d

e q u a t io n o f ( 2 )
, a n d E q s

.

( 3 ) a n d ( 5 )
,

w e h a v e

·

:
+ ·

;一
+

音酬
一

普
· +

含
( · 2 + 一 )

= Z v l
.

L e m m a 3
.

fA t e r o n e a p p li e a t io n o f t h e C a t m u l l
-

C la r k s u b d i v is i o n s t e p o n a s y m m e t r ie p o l y g o n g or
u p

,

t h e m e s h 15 s t i ll a s y m m e t r ie Po l y g o n g r o u P
.

C o r o l l a叮 1
.

L e t { M
* } ,=m

1 ( m毛 4 ) b e m s y m
-

m e t r i e z o n a l m e s h e s th a t h a v e a e o m m o n jo i n t p o l路
o n

g or
u p G。

.

D e n o t e b y I
c* }二

, t h e e o r r e s p o n d in g

c u r v e s i n t e r p o l a t e d b y t h e li m i t s u r f a e e o f {M
` }二

1
.

T h e n t h e e u r ve s { e ` }二
1 m e e t a t t h e e e n t e r ve r t e x o f

G 。 , a n d ( i ) i f t h e e d g e s o f M
、 a n d 从 m e e t i n g G 。

a r e o p p o s i t e ,
t h e e u r v e s c 、 a n d cj m e e t w i t h C Z

e o n t i n u i t y ; ( 11) i f t h e e d g e s o f M
, a n d 岭 m e e t i眼

G 。 a r e a dj a e e n t
,

t h e e u
vr

e s c ` a n d cj m e e t w i t h C O

c o n t l n u l t y
·

P
oor

f
.

A s s h o w e d i n F i g
.

6
,

b y t h e d e f i n i t i o n o f

jo i n t p o l y即
n g or u p

,

w e e a n k on w t h e v e r t i e e s e Z , v

a n d e 4 a r e e o l li n e a r
.

50 t h e e u b ie B
一 s p l in e e u vr e d e -

f i n e d b y s h o r t d a s h e s i n F ig
.

6 15 t a n g e n t i a l w i t h e Z v

a t t h e v e r t e x v a n d a ls o C Z a t t h e v e r t e x v
.

F u r t h e r -

m o r e ,

b e e a u s e t h e v e r t ie e s e l , v a n d e 3 a r e e o l l i n e a r ,

t h e e u r v e d e f i n e d b y 10
飞 d a s h e s 15 t a n g e n t i a l w i t h

e 3 v a t t h e v e r t e x v a n d a lso C Z a t t h e v e r t e x v ; b u t

t h e v e r t i e e s e Z , v a n d e 3 a r e
no t e o l li n e a r , 5 0 t h e e o r -

r e s p o n d i n g t w o e u vr e s a r e o n l y e o a t t h e v e r t e x v
.
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F ig
.

6
.

P roo f o f Co ro l l a r y l

R e m a r k
.

W
e e a n e o n s t r u e t a s u rf a e e w i t h s h a r P

e r e a s e s o n s o m e t a g g e d e d g e s b y d u p l ie a t in g t h e v e r -

t i e e s o f t h e t a g g e d e d g e s o n b o t h s id e s o f t h o s e e d g e s
.

T h e d u p l i e a t i o n 15 o n l y in t h e s e n s e o f t h e t o p o lo g y

b u t no t t h e g e o m e t r i e Po s i t io n
.

50 t h e d u P l ie a t e d v e r -

t i e e s h a v e t h e s a m e g e o m e t r i e P o s i t i o n a s t h e i r e o r r e -

s P o n d i n g o r i g i n a l v e r t i e e s
.

T h e e d g e s i n e i d e n t o n t h e

o r i g i n a l v e r t i e e s m u s t b e m o d if i e d t o b e in e i d e n t o n

t h e d u p l i e a t e d v e r t i e e s
.

T h e v e r t i e e s o f t h e t a g g e d

e d g e s a n d t h e d u P l i e a t e d v e r t i e e s e a n e o m P o s e a s y m
-

m e t r i e zo n a l m e s h sc 〕 t h e l im it s u b d iv i s io n s u r f a e e

e a n in t e r p o la t e t h e e u r v e d e f i n e d b y t h e t a g g e d e d g e s

a n d 15 o n l y e o a l o n g t h 。 。 u r v e ( F ig
.

7 )
.

二= 合

F ig
.

7
.

D u p l i e a t i n g v e rt i e e s o f t h e t a g g e d e d g e s
.

( a ) T h e o r ig i n a l 卯l龙on
a l m e s h

, t h i e k os l id

m es h
, t h e v e rt i e es o f das h li n e s a r e t h e d u p l i e a t e d v e r t i e e s

.

a r e t h e t a g g e d e d g e s ; ( b ) om d i f i e d

3 C u r v e in t e r Po l a t i o n v e r t e x m u s t b e le s s t h a n o r e q u a l f o u r
.

T h e p or b l e m d e a lt w i t h i n t h i s P a P e r e a n b e d e -

s e r i b e d a s of l lo w s
.

G i v e n s e v e r a l e o n t r o l p o ly g o n s ,

d e n o t e d b y

}e `
}:

_ ,
.

w
e t r y t。 d e s i g n 。 , u i t a b l。 p o l y g o n a l m e s h

众 50 t h a t t h e s u b d iv i s io n li m i t s u r f a e e o f 众
e a n i n -

A p p l y i n g T h e o r e m l
, a s y m m e t r ie z o n a l m e s h

,

o n e fo r t h e e o n t r o l Po l y g o n o f e a e h g i v e n e u r v e , e a n

b e e o n s t r u e t e d
.

T h e n t h e s u b d i v i s io n l i m i t s u fr a e e o f

t h e Po l y g o n a l m e s h i n e l u d i n g t h e s e s y m m e t r ie z o n a l

m e s h e s 15 t h e s a t i s f y i n g s u fr a e e i n t e r p o la t i n g t h e g i v -

e ll C U T V e S
.

t e r P o

}C `
}

l a t e t h e e u b i e B
一 s p l i n e e u vr e s } e ` }:

_ , d e f in e d b y

_ 1
.

T h e n u m b e r o f e u vr e s i n t e r s e e t i n g a t o n e

F or m F i g
.

8 t o F ig
.

1 2
,

w e g iv e so m e e x a m P l e s

w i t h o u r m e t h o d
.

( a ) (b )

F ig
.

8
.

T h e s a d d le
,

T h e b la e k f r a m e 15 t h e i n i t i a l e o n t
or l 卯lyg on m e s h o f a s a d d l e m o d e l

,

an d t h e h ig h lig h t e u r ve 15 t h e i n t e r pol a t e d

C U r V e
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( a ) (b ) (e )

F ig
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.

In t e r

olp
a t i飞

s e v e
alr i n t e sr ce

t i昭
e u vr es

.

( a ) A oP ly即
n a l m e s h e o n s i s t i n g o f s y m m e t r i e oz n a l m e s h e s , t h i e k os lid li n e s a r e t h e

e o n t
or l 印 ly g on

s o f t h e i n t e rs e e t i n g e u bi e B
一

s p li n e e u
vr

e s ; ( b ) a m e s h e o n s i s t i n g o f t h e i n t e r

伪 la t e d e u vr e s ; ( e ) t h e i n t e r p o la t i n g s u r f ac e ,

t h e h ig h lig h t e u
vr

e s a r e t h e i n t e r

卯 l a t de e u
vr

e s
.

( a )

F ig
.

1 0
.

( a ) A 。 u r v e m es h e o n s i s t i n g of s e v e m l i n t e r p o la t e d

e u r v e s a r e t h e i n t e r

伪 la t e d e u r v e s
.

(b )

e u
vr

e s ; ( b )

( e )

an d ( e ) t h e i n t e r

卯 la t i眼
s u b d i v i s ion

s u r af e e , t h e h ig h lig h t

F ig
.

1 1

( a )

A e u r v e m e s h e

on
s i s t i眼

o f

( b
,

e ) 15 o n ly e o
.

(b ) (e )

s e v e r a l i n t e r p o l
a t e

d
e u

vr
e s

( a )
,

t h e t h i e k li n e e u r v e 15 t a

朋
e d w h e r e t h e l im i t i n t e r

卯l a t i n g s u bd i v i
-

s i o n s u r f a e e

4 C o ll C IU S i o n

T h is p a p e r i n t ro d u e e s a m e t h o d f o r e u r v e i n t e r -

p o la t io n i n t h e f i e l d o f s u b d iv is i o n s u r f a e e m o d e l in g
.

T h is s h e m e e o n s t r u e t s a p o l y g o n a l m e s h e o n t a i n i n g

“ s y m m e t r i e z o n a l m e s h e s ” ,

w h ie h p o s s e s s e s s o m e

s P e e i a l p or P e r t i e s
.

S i n e e i t s l i m i t i n t e r p o l a t i n g

s u r f a e e ’ 5 g e n e r a t i o n 15 b a s e d o n t h e C a t m u l l
一

C la r k
s e h e m e ,

t h e s u r f a e e 15 e Z e x e e p t fo r a f i n i t e n u m b e r

o f P o i n t s
.

M o r eo v e r s h a r p e r e a s e s e a n a l s o b e m o d e l e d

o n t h e l i m i t s u b d i v i s io n s u r f a e e b y d u P li e a t i n g t h e

v e r t i e e s o f t h e t a g g e d e d g e s o f i n i t ia l m e s h
.

T h e s u r -

f a e e e a n in t e r p o la t e a n d 15 o n ly e o a lo n g t h e e u b i e B
-

s p l i n e e u r v e s t h a t a r e d e f i n e d b y t h e t a g g e d e d g e s
.

T h e s u b d i v i s io n s u r f a e e g e n e r a t e d e a n i n t e r P o l a t e a

m e s h o f n o n i n t e r s e e t i n g o r i n t e r s e e t i n g c u r v e s t h a t

e a n b e d e s i g n e d a s f e a t u r e l i n e s o r e o n t o u r li n e s i n t h e

P r o e e s s o f m o d e l in g
.

I t 15 n o d o u b t t h a t o u r s e h e m e

m a k e s C a t m u l l
一

C la r k s u b d i v i s io n s e h e m e m o r e a t t r a e -

t iv e a n d m o r e p r a e t i e a l i n s u r f a e e m o d e li n g a n d e o m
-
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(a) 出 )

F ig
.
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.

T h e v a s e
.

( a ) T h e m es h e o sn i s t i眼
o f t h e co n t

olr p o ly即
n s o f t h e in t e r

因 la t e d

f e a t u r e s ; ( b ) a n d ( e ) t h e lim i t i n t e r

卯 la t i n g s u bd i v i s ion
s u r fa e e , t h e h ig h lig h t e u r v e s a r e

t h e s h a r p f e a t u r e e u r v e s w h e re t h e s u讨a e e 15 o n ly e o
.

(e )

e u r v e s ,

w h e r e t h e t h i e k li n e s a r e t昭g e d a s s h a r p

t h e i n t e r

op la t e d e u r v e s a n d t h e b la e k e u r v
es a r e

P u t e r g r a P h ie s
.

O n e l i m i t a t i o n o f t h e p r o p o s e d s e h e m e 15 t h a t t h e

n u m b e r o f e u r v e s i n t e r s e e t i n g a t o n e v e r t e x m u s t b e

n o m o r e t h a n f o u r
.

50 o u r f u t u r e w o r k 15 t o i n t e r p o -

l a t e a e u r v e s m e s h w h e r e m o r e t h a n f o u r e u r v e s i n t e r -

p o l a t e a t o n e v e r t e x
.

10

l l

R e fe re
n e e s 1 2

C h e n ,

G
.

D
.

e t a l
.

I n t昭r a l e o m p u t a t i o n r e la t i n g t o ar t i o
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